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¢
the

ldren's general orientation 1o the world of mathematics s largely a function of
itinl concepls and operations they master. This oricntation, in W, lias an
important influence on children’s further mathematical development. Identifying
the cancepts and skills with which tie study of mathematics in school should
begin is. therefore, of consi ance in the of mathemat-

ical instruction because these Lun(tpls and the operations cannected with them
form the foundation for the structe of the emire academic discipline. In our
view, many difficullies in teaching mathematics in schiools arise from the foct
that neil ent of elementary mathematical concepts nor the methds of
intoducing them in instniction have yet been subjected to careful psychological
investigation

When Ienchers choose the ini

(opics for mathematics instuction, they are

ofien govemed by these considerations:

1. A primary g clementary school is 1o teach knowledge and skills
useful in everyday life. Among the skills a child may employ to solve practical
problems are the addition md subtraction of numbers.

2. Addition and subtraction of wmhers is clase 1o the experience of children
at the age of 6 or 7. Thus, they should be able to master these skills quickly and
casily at the inception of school instriction

*Savict schools hiave thuce stages: (1) clementary schaol, whicl comsists of grades 13, willy
clihen 7-10 years okl (2) widdle school, grades 4-9 (10-15 years): mud (I she finl siage of
schnol, grades 910 (15-17 years).
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That is to say, the structure of traditiunal instructional programs is based on the
principle of immediate peactical utility. Over a Jong period of tinie, praclitioners
of this traditional approach have becoine so praficient in tesching the mechauical
skills of addition and subtraction lo i T-year-olds that there is now lile
room for improvement in their programs aud methods of instruc

On the other hand, our experimental work in curriculum development has
made us aware that the concepts and skills with which we begin school mathe
matles instruction must be specially chosen. In particular, we pose the following
question: Does the traditional instruction described in the foregoing lead chiklren
(o an understanding of the infrinsic bases of these skills as mathematical
phen The observations of many psychologists demanstrate that this is
unfortunately not the case. Although childien of uges 6 or 7 can readily salve in
an abstenct (e.g., 3 12 = 208 = 5 = 7) or conciete (¢ g., ad two upples 10
three apples) fann, they cannot explain what mumbers are, how ey arose, o
why in using numbers it is necessary 10 add or subl In other wonls, the
ability to salve practical problems does not necessarily imply children’s knowl-
edge or understanding of these decper principles. However, it is important for the
development of children’s mathematic

thinking that they undersiand the gen
erl prerequisites and conditions of ke origins af numbers and aithmetical

processes uscd o generate mathematical absteactions.

THE ORIGINS OF THE NUMBER CONCEPT

From o logico-psychol

pical point of view, a person's tue understanding of &
subject can be shown by the ability to reprodoce and demonsirate 1o another
person the entire process of its or concept of mumber, tis
means (hat a student should be able o demonstrate independe:
using approprinie actions wpon objects, why it is both possible and nec
farn this concept udent should also be able 10 uiliz
merical properties of any specified purpose. For exam
ple. whether or nol a child wnderstauds the concept of mmiber can be shown by
the proper execntion of tasks like the following

that is, who really wnderstands its meaning, should use some intermediate wei
suich as a swall glass, to detersine the amount of water the nanow cylndee

En
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Fondamento di tutta la coscienza umana e
['attivita di produzione pratico oggettiva: il
lavoro. Solo all’interno dei modi, storicamente
formatisi di quest’attivita che trasforma la
natura, si organizzano e operano tutte le forme
del pensiero (V. V. Davydov)




g MR L[] AR
Critica ai metodi tradizionali di non sviluppano nei bambini la
 ——
insegnamento capacita di generalizzazione

Percorso alternativo basato sull’attivita

=Problema matematico, la cui risoluzione
richiede |la genesi di un nuovo concetto;
"|Individuazione del nesso che funge da
soluzione;

=Rappresentazione in sistema di segni
che consenta uno studio teorico e

generalizzato;
" Esposizione delle proprieta individuate.




Bourbaki, 1938
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Possiamo cogliere I'essenza di un concetto
studiando le forme piu mature. Ecco
perché, “ll ricercatore deve studiare

I'oggetto nella forma piu matura; poiché in
guesta forma piu matura, gli aspetti

essenziali dell'oggetto appaiono in un
modo piu sviluppato ”.

|

Algebra



L'INDAGINE PSICOLOGICA DI DAVYDOV

Obiettivo: Individuare i concetti e le competenze iniziali che dovrebbero
costituire il punto di partenza nello studio della matematica a scuola.

Perché e importante?

La disposizione generale dei
bambini nei confronti della
matematica e condizionata
dai concetti e dalle
operazioni che essi
padroneggiano inizialmente.

>

Questa disposizione, a
sua volta, svolge un
ruolo significativo nello
sviluppo successivo delle
loro competenze
matematiche.




Le considerazioni che vengono fatte dagli insegnanti rispetto alla scelta degli
argomenti da proporre inizialmente per l'insegnamento della matematica sono
indirizzate allo sviluppo di conoscenze e abilita utili nella vita di tutti i giorni,
come ad esempio, le operazioni di addizione e sottrazione dei numeri.

La struttura dei curriculum tradizionali si basa quindi sul principio
dell'immediata utilita pratica.



Questa scelta guida i bambini verso una

comprensione delle basi intrinseche dei
fenomeni matematici?

Le ricerche di molti psicologi dimostrano che
non € cosi.




I bambini formati secondo il curriculum tradizionale sono in grado di eseguire

prontamente due tipi di operazioni:
OPERAZIONI CONCRETE

OPERAZIONI ASTRATTE

S . VY w0y
ez 000 - 90 -
8—5=7 @PE® @ =

| BAMBINI NON SONO PERO IN GRADO DI SPIEGARE COSA SONO | NUMERI,
COME NASCONO, COME FUNZIONANO

ABILITA DI RISOLVERE COMPRENSIONE DI
PROBLEMI PRATICI PRINCIPI PIU PROFONDI




E invece importante per lo sviluppo del pensiero matematico dei
bambini che loro capiscano i prerequisiti e le condizioni generali
dell’'origine dei numeri e delle operazioni aritmetiche, al fine di
considerare il tutto da una prospettiva teorica, abituandosi
gradualmente alle sfumature dei processi utilizzati per generare
I’astrazione matematica.




LA MISURA ALL'ORIGINE DEL CONCETTO DI NUMERO

Da un punto di vista psicologico, aver compreso il concetto di numero
significa essere in grado di dimostrare perché e allo stesso tempo possibile e
necessario formare questo concetto.

Una comprensione profonda in tal senso puo essere esplorata attraverso le
seguenti attivita:

1. Versare la stessa quantita d'acqua contenuta in un primo contenitore in un
secondo diverso per forma (non travasandola).

N
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Una possibile strategia attuabile da un bambino che sa realmente
isolare le caratteristiche relative al numero, consiste nell'usare una
misura intermedia, come un bicchiere, per determinare la quantita
di acqua contenuta nel primo contenitore (ad esempio, cinque
bicchieri) e poi versare lo stesso numero di bicchieri nel secondo
contenitore.




LA MISURA ALL'ORIGINE DEL CONCETTO DI NUMERO

2. Determinare quanti contenitori grandi d’acqua sono contenuti in una
serie di tre contenitori grandi e quattro contenitori piccoli, uguali alla
meta di quello grande.

Qui il bambino dovrebbe contare due

contenitori piccoli come uno grande,
i i i i i i i ottenendo il risultato di cinque,
considerando in tal modo il contenitore

grande come unita di misura.




LA MISURA ALL'ORIGINE DEL CONCETTO DI NUMERO

3. Determinare diverse configurazioni numeriche corrispondenti a una stessa

CASO CONTINUO

—

quantita.
CASO DISCRETO
In questo compito il bambino deve

costruire gruppi uguali di blocchi e poi
usare quei gruppi come un’unita di misura
per esprimere la superficie attraverso
diversi numeri. Ad esempio, se 24 blocchi
sono raggruppati a 2 a 2, allora la
guantita numerica corrispondente sara |l
numero 12; se saranno raggruppati a 4 a
4 allora il numero sara 6 e cosi via.

In questo compito viene richiesto di
mostrare come un’unica quantita di
acqua in un contenitore puo essere
descritta con  numeri diversi.
Misurare con unita di misura
differenti una stessa quantita d’acqua
in modo esprimendone quindi Ia
misura con numeri diversi.




UNITA DI MISURA

Per ognuno di questi problemi, il bambino deve essere in grado di:

* Riconoscere le molteplici relazioni che possono esistere tra un oggetto
continuo o discreto e la parte di quell’oggetto che e stata usata come
unita di misura;

 Comprendere il carattere arbitrario della dimensione della parte che e
usata per determinare la misura dell’intero oggetto;

 Cambiare l'unita di misura con un’altra e cosi determinare diverse

misure per uno stesso oggetto.



Il numero e parte di un concetto matematico piu generale, ossia il
concetto di quantita

= il concetto base di quantita;

= |la rappresentazione dei confronti tra quantita (a>b, a=b, a<b);

= la formula generale

-n A una quantita, a una unita di misura e n e il numero di volte in
cui a e contenuta in A

A
a



UNITA DI MISURA

Solo quando un bambino sa eseguire questi passi, si puo parlare della sua
comprensione dei numeri come metodo matematico generale atto ad esprimere
rapporti quantitativi tra oggetti o parti di oggetti.

Secondo Davydov seguendo i programmi tradizionali, i bambini fra la prima e Ia
terza elementare mostrano padronanza degli algoritmi standard per 'addizione e
la sottrazione dei numeri a una o piu cifre (es.8 + 5 = 13;26 + 9 = 35;
ecc.), ma fanno fatica ad attribuire significato a un’ espressione del tipo

3+4=5

3U+4u=5U dove u=1/2U




IL CONCETTO DI QUANTITA

Il concetto di base implicito nel dominio dei numeri reali studiati a scuola
e la quantita. Il concetto di numero nasce nel contesto della misurazione
di quantita continua, quando si stabilisce una relazione tra quella
guantita e una parte di essa usata come unita di misura. In questo
approccio e possibile considerare il conteggio come la misura di un
insieme di oggetti discreti (Lebesgue, 1936; Kolmogorov, 1960).

Ma cos'e la quantita?

Il significato della nozione di quantita e dato dal confronto di elementi di insiemi di

1/

oggetti simili, mediante le relazioni “uguale a”, “piu grande di”, o “piu piccolo di”
(per esempio, la lunghezza dei segmenti o la temperatura dei gas).



IL CONCETTO DI QUANTITA

“Quando determiniamo un criterio di confronto, trasformiamo un insieme in
una quantita” (Kagan, 1963)

Quindi, se si e interessati a capire fino in fondo le origini del numero, € molto
importante riconoscere che l'insieme dei numeri naturali, una volta introdotta
una relazione d'ordine, e un esempio di quantita matematica.

Nel lavorare con le quantita, si puo costruire un sistema complesso di
trasformazioni da cui scaturiscano le relazioni sussistenti fra le proprieta
delle quantita. Attraverso queste trasformazioni, ci si puo spostare da
uguaglianze a diseguaglianze, cosi come eseguire addizioni e sottrazioni.
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IMPLICAZIONI CURRICOLARI

1. RICONOSCERE LE RELAZIONI 2. EVIDENZIARE LE PROPRIETA DELLE RELAZIONI
D=D
(RIFLESSIVITA)
A>B
seD < E allora E > D
A>C (ASIMMETRIA)
B=C
seE>FeF >Dallora E>D
(TRANSITIVITA)
A B C D E F
3. INTRODURRE E VISUALIZZARE LE OPERAZIONI DI 4. PASSARE DA UGUAGLIANZE A DISUGUAGLIANZE
ADDIZIONE (COME INCREMENTO) E SOTTRAZIONE
(COME DECREMENTO)
B=C
B<C+D
C D C+D A F A—F B C C+D




IMPLICAZIONI CURRICOLARI

In particolare, l'operazione inversa a quella proposta nell'attivita 4, ovvero passare
da una disuguaglianza ad un'uguaglianza, riveste un'importanza particolare

La quantita di acqua da aggiungere a D (o togliere ad A) per
ottenere un'uguaglianza, pari alla differenza tra A e D, non & nota
anzitempo, tuttavia € possibile esprimerla con |'aiuto della x.

D+x=A4

D<A




IMPLICAZIONI CURRICOLARI

La determinazione di x = A - D riveste il punto piu difficile dell'intera questione,
mettendo il bambino di fronte a un nuovo significato di sottrazione. Qui essa non
rappresenta un decremento effettivo come nell’attivita precedente, ma la
descrizione formale del processo di confronto delle grandezze A e D. In altre
parole, A rimane materialmente la stessa quantita che era prima, mentre la
guantita che corrisponde ad x deve essere ottenuta da un’altra fonte fisica.

D<A (la disuguaglianza iniziale) Nel corso del lavoro, basato su questo curriculum

. sperimentale, si riduce gradualmente il ruolo delle
D + x = A (latrasformazione progettata) > e & :
trasformazioni materiali, e assume maggiore

x = A-D (ladifferenza da determinare) importanza, nella risoluzione delle equazioni, quello
D + (A-D) = A (l'uguaglianza finale) delle trasformazioni di espressioni. Per preparare i

bambini a questo passaggio viene usata una strategia
intermedia di rappresentazione grafica, come i
A segmenti.




A >B

A=B+X

X=A-B

IMPLICAZIONI CURRICOLARI

— A
X N
B X
¢ X=A-B

struttura “algebrica” prima
dell’Aritmetica




Capirai davvero cos’e la matematica quando guardando le
figure sarai in grado di collegarle alle formule

23
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.... in una seconda elementare a Mosca T5B ropnhreis
HI'DyIIKam S
(School Moscow ‘91, 2019) e n_rexao

Marina e Lena hanno risolto dei problemi.
Marina ha risolto d problemi e Lena ha
ey risolto m problemi in meno di Marina.
CKombKo rpyui Quanti problemi ha risolto Lena?

2. BoBa B maras

3. Mapuna ¢ Jlenoii pewanu 3agaun. Mapuna peumna d 3apad, a
Jlena Ha m MenbiIe 3aga4. CKoJIbKO 3a1a4 pemnna Jlena?

~ Koctst cobupan srozmsr. O co6pan e cMOPORMHBL, & MATUHbL Ha
X MeHbIIe. ExxeBuKM OH cobpai Ha p Gonblie, Yyem CMOPOJVHBI.
CkosipKo sirog cobpan Kocrs?




CONCLUSIONI

Dopo molti anni di lavoro con questo curriculum sperimentale per la scuola elementare sono
state tratte tre importanti considerazioni:

1. Basandosi sulla comprensione delle caratteristiche delle uguaglianze e disuguaglianze e del
passaggio dall’'una all’altra, il lavoro dei bambini con i numeri puo essere indirizzato non solo
alle tecniche di calcolo, ma anche allo studio delle relazioni strutturali algebriche che
regolano questi calcoli. Le operazioni aritmetiche potranno poi essere studiate piu
produttivamente anche con i metodi tradizionali di insegnamento.

2. Il lavoro con le quantita serve come introduzione ai numeri, numeri interi ma anche frazioni.

3. Il lavoro con le quantita e connesso fin dall’inizio con i simboli letterali. Questo permette al
bambino di studiare le relazioni matematiche stesse, il che € molto importante per il
successivo percorso matematico.



CONCLUSIONI

Attraverso una comprensione delle proprieta generali delle quantita, i bambini possono

proseguire con la comprensione di due importanti caratteristiche dei numeri:

e Un oggetto, pensato esso stesso come una quantita, non e determinato
numericamente, ma acquisisce una determinazione numerica quando si sceglie
un’altra quantita come unita di misura.

* Uno stesso oggetto pu0O essere misurato con diverse unita di misura e quindi
individuato con numeri diversi. Se un bambino, in certe attivita, € in grado di cambiare
liberamente le unita di misura delle quantita, rappresentandole con numeri diversi,
allora in linea di principio il bambino e orientato correttamente verso l'origine del
concetto di numero, in altre parole si e impadronito del concetto vero e proprio.

“Se nell’insegnamento si separano i concetti matematici dalle loro origini, ne viene
fuori un percorso educativo completamente privo di principi e carente sul piano logico”
(Kolmogorov, 1960).
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TRASPOSIZIONE CULTURALE

La Trasposizione Culturale € una prospettiva che inquadra l'uso di pratiche
educative matematiche adottate in altri contesti culturali come un’opportunita
per mettere in discussione le pratiche didattiche del proprio contesto culturale, al
fine di riconsiderare 'intenzionalita educativa alla base di ogni prassi educativa.

(Mellone, Ramploud, Carotenuto, 2020)




